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Chapitre 10
Séries de Fourier

Exercice 1 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

-3 —2m

1. Comme la fonction f est impaire, on a a, = 0 pour tout n € N. D’autre
part, on a par le calcul
4

vp € N, S -
P 2p+ )7

b2p =0 et b2p+1 =

2. Comme la fonction f est 27m-périodique et de classe €' par morceaux, on
a par le théoreme de Dirichlet que la série de Fourier de f converge vers la
régularisée f de f qui, par hypothése dans cet exercice, est f. On a donc

—+00

VreR, fla)=Y (%jil)ﬂ sin((2p + 1)x).

p=0
En particulier pour z = /2, on a

“+oo

4
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pZO 2p+ )7

On en déduit que

sin ((Qp T
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D’autre part, si on applique le théoréme de Parseval, on obtient
e 1
w2 Z 2p +1)2

2 — 4
=5 [ is) dt:2pz((2p+1 )

On en déduit que
+o00 2
1 s

;0(2p+1)2 R

3. La série de terme générale 1/n? est convergente. On peut écrire

= 1 11 1
Z ; Z COERPIYCTEs i POy Bicrasy:
k @2p)? = Cp+1)? A p? = (2p+])
On a en passant 4 la limite
n2 4 nz 8 nZ 6
n=1 n=1 n=1

De méme, la série de terme générale (—1)"*!/n? est convergente et on a

i (—1)k+1 B Zn: (—1)2p+1 +7§ 2p+2 1 " _|_nil
2 4 L p? 2
— k = - (2p+1)2 = (2p+1)
donc en passant & la limite
+oo +o00o
-1 n+1 1 7T2 7T2 1 n+1 7T2
> =isty o Xk
n 46 8 n 12
n=1 n=1

Exercice 2 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

Y
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1. Comme la fonction f est paire, on a b, = 0 pour tout n € N*. D’autre part,
on a par le calcul

4

t WpeN* S
& VPER, 2p— 1721

ag — agp =0 et agp_l = —

ol 3

2. Comme la fonction f est 2m-périodique, continue et de classe €' par mor-
ceaux, la série de Fourier de f converge vers la régularisée f = f d’aprés le
théoréme de Dirichlet. On a donc

Vr € R,

En particulier pour x =0, on a

™ =
0="4y %
2*1;)(2;0“)%

donc
+o0 1 7T2

1;0(2]9—1—1)2 -8

D’autre part, si on applique le théoréme de Parseval, on obtient

21 " ) ™2 1R —4 2
T = t dt:<7> = Y [——
3 27m )y £ 2 +2p§_:<(2p+1)27r>
2 8 1
R
On en déduit que
2p+ 1% 96

3. La série de terme générale 1/n? est convergente. On peut écrire

2n 1 n 1 n—1
;k?:;@pﬂ—i_;%@p—i-l Z Z 2p—|—1

On a en passant 4 la limite
+o0 +00 2 +oo 2
1 1 1 7« 1 T
T irwty T XlweT
n=1 n=1 n=1
De méme, la série de terme générale 1/n* est convergente et on a

2n n —1 n

3

1 1 1 1
D it 16t Z
k:lk = (2p) o 0(2p+1 16p P 2p+1
donc en passant & la limite
+o0 +oo 4 +oo 4
1 1 1 T 1 T
YTt o Y=y
n 16 n 96 n 90
n=1 n=1 n=1

Exercice 3 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

1. Comme la fonction f est impaire, on a a,, = 0 pour tout n € N. D’autre
part, on a par le calcul

VneN*, b, =

1
.
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2. Comme la fonction f est continue par morceaux, le théoréme de Parseval
s’applique et on obtient

2

21 P s 1R [/1\?
e [ Wora=33 (1)
n=1
donc
a2
=n 6

3. Comme la fonction f est 2m-périodique et de classe ¢ I par morceaux, la
série de Fourier de f converge vers la régularisée f de f d’apres le théoreme
de Dirichlet. Comme f = f, on a donc

= sin(nx)
n=1

Pour 6 €)0,2x[, on a f(f) = (7 — 6)/2, donc

JrZoosin(nG)_w—H
~ 2

Exercice 4 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

-3 —27
1. Pour tout réel z € R, on a

Ja+7) = [cos(a + )] = | - cos(a)| = | cos(a)| = f(a),

donc la fonction f est w-périodique.

2. Comme la fonction f est paire, on a b, = 0 pour tout n € N*. D’autre part,
on a par le calcul

2 (_1)n+14
=2 et VYneN =7 =
ap=—_ e neN* a, (4n? — D)

3. Comme la fonction f est m-périodique, continue et de classe €1 par mor-
ceaux, la série de Fourier de f converge vers la régularisée f = f d’aprés le
théoréme de Dirichlet. On a donc

2 +oo (_1)n+14
V:E € R, ‘ COS($)| = ; + ; m COS(QH.I).
En particulier pour x =0, on a
+00
9 -1 n+14
=2y BT
™ (4n? — )
n=1
donc
+oo (_1)n+1 T =2

£ (4n? - 1) 4

Exercice 5 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

—3r

—2m

1. On a par le calcul pour tout n € N*

QT _ p—am (_1)na(eaﬂ' _ efonr)
ap = ) an = ’
21 m(a? 4+ n?)
b (_1)n+1n(eo¢7r _ e—onr)
" m(a? 4+ n?)
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2. Comme la fonction f est 27-périodique et de classe €' par morceaux, la
série de Fourier de f converge vers la régularisée f' d’aprés le théoréme de
Dirichlet. On a donc

+oo
f(x) = ag + Z an cos(nx) + by sin(nx).

n=1

Vr € R,

En particulier pour x =0, on a

aT 0471'

=< +§:

_ e—owr)

042 + n2)

)

donc

if(—wl_ 1 2am .
n2 + a2 - 202 \ eam _ c—am :

n=1

De méme, pour x = 7, on trouve

eom | e—am QT _ p—am _ fonr>

2 - 2T + Z

a2—|—n2 ’

donc
R | 1

ecwr + 6—0&71' 1
E - =5 |larT—————=—-1].
‘ n? + CVQ 2@2 eamT _ p—am

n—

Exercice 6 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

Y
1

— | o
, X

—3r —or — m 2 3

1. Comme la fonction f est paire, on a b, = 0 pour tout n € N*. On a par le

calcul
sin(ar) . n_1 2aesin(am)
_ n= ()T
ag o Vne N, a (—1) (0% — a?)
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2. Comme la fonction f est 27w-périodique, continue et de classe €' par mor-
ceaux, la série de Fourier de f converge vers la fonction f d’apreés le théo-
réme de Dirichlet. On a donc

—+00

_ sin(am) Z _1 2asin(am)
V.T € R, f(l‘) = 7 + n:1(—1)n m COS(’I’ZQ:).
En particulier pour x = 0, on a
. +o0 .
sin(am) _1 2asin(am)
| = e _qyn-1 2aSman)
am + nz::l( ) m(n? —a?)

donc

> = aie ()

n=1

De méme, pour x = 7, on trouve

1 2asin(am)

sin(ar) =
= -1 -"
cos(arm) = ST 31yt 2
n=1
donc
i:’o 11— amcotan(am)
nz—a? 202 )
n=1

3. Pour x = 7, on obtient

. +oo .
sin(amr) 2acsin(ar)
2

COS(OHT) = e m .

n=1

En posant o = /7 pour = ¢ 7Z, on obtient

. —+o00
cos(z) = 78111(.%) + Z

X

2z sin(z)
2 _ 2
i (n)

ce qui donne le résultat en divisant par sin(z).
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Exercice 7 : On commence par tracer le graphique de la fonction f
y
.L—. e

[ . J
- + - T
3

c LN LY
< 7 7
[0} ™ 2

—37 —éﬁ

1. Comme la fonction f est paire, on a b, = 0 pour tout n € N*. On a par le

calcul 0
! sin(na
ag=—, VneN* an—#.
™ nm

2. Comme la fonction f est 27-périodique, continue et de classe €' par mor-
ceaux, la série de Fourier de f converge vers la fonction f d’aprés le théo-

réme de Dirichlet. On a donc

a X 2sin(na)
+ Z —— cos(nw).

Vr € R,
nm

n=1

En particulier pour x =0, on a

Z 2sin(na)

donc

n=1
D’autre part, si on applique le théoréme de Parseval, on obtient

a 1 [ 9 a2 1 2sin(na) 2
== OPdt= (=) += L
T 27 ) £l <7r> +2nZ:1< nm ) ’

donc

Exercice 8 :

On commence par tracer le graphique de la fonction f

Y
/\/\/M\
‘ ™ 21 3m

-3 —27 -7

La fonction f : x + |sin(x)| est continue et m-périodique. Comme elle est paire

on a b, = 0 pour tout n € N*. On a par le calcul
—4

fn = m(4n? — 1)

2

ap=— et VneN*
T

Comme la fonction f est 7-périodique, continue et de classe ¢! par morceaux, la

série de Fourier de f converge vers la fonction f d’apres le théoréme de Dirichlet

On a donc
—+o0

2 —4
— — 2nx).
- + Z:l A2 = 1) cos(2nx)

Ve € R, |sin(x)]

En prenant z = 0, on trouve
—+o00 1

-0y
P (An2 — 1)
T 7Tn:1(477, 1)

Ainsi, en utilisant cette relation, on obtient

400 1

4
ﬂ;(éln?—l)(l_

Finalement, comme 1 — cos(2nzx) = 2sin(nz), on obtient le résultat

cos(2nx)).

| sin(z)]|

a(r —a)

sin?
Z >
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Exercice 9 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

Y

On a pour tout =z € R I’égalité
fe+)=z+1-|z+1]=w+1—[z] -1= f(2),
donc f est 1-périodique.
On a par le calcul pour tout n € N*
1 1

2 apb=0 et b,=——

apg = .
™

Comme la fonction f est 1-périodique et de classe €' par morceaux, la série de
Fourier de f converge vers la fonction f d’aprés le théoréme de Dirichlet. De
plus, f est continue sur R\ Z, donc pour tout x € R\ Z, on a

+oo .
fm:f(x):;‘?lrzm(im-
n=1

Exercice 10 :

1. Avec une intégration par partie, on a

anlf) =~

T Jo
= [F(0) cos(nt) 3T +

= nbn(f).

De méme, on a b, (f') = —na,(f).

" f'(t) cos(nt)dt

” f(t) sin(nt)dt
0
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2. On commence par remarquer que

1 2w

ap f(t)dt =0.

Comme la fonctions f est 2w-périodique et continue, on a par le théoréme
de Parseval

27 o 400
| 1r0Ra =33 e + bl
n=1

On peut majorer, puis utiliser les égalités de la question précédente

+
2T —=

2
|10k < 53 (1) + (a1

n=1

+o0o
<2 (ao(f’)2 + % D (an(f))? + (bn<f’)>2>

n=1

En appliquant le théoréme de Parseval & la fonction f’ qui est continue, on
obtient finalement

27 2m
2 / 2
/0 |f(2)] dt</0 £(t)%dt.

3. On a égalité si et seulement si |a, (f)| = [nan(f)| et [bn(f)| = |nbn(f)| pour

tout n € N*. On en déduit que l'on a égalité si et seulement, si

VneN* n>=2 = a,(f)=0b.(f)=0.

Comme f est de classe €', le théoréme de Dirichlet s’applique, et la condi-
tion ci-dessus équivaut a

J(a,b) €R?, Vx € R, f(z)=acos(z)+ bsin(x).



